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1) lim
x →0

f ( x)  = lim
x →0

ln (1+x )
x

 = lim
x →0

ln(1+x )−ln(1)
1+x−1

 = 1 car c'est le nombre dérivé de la fonction 

logarithme népérien en 1.

2) a/ g ( x)= ln (1+x )–( x− x2

2
+ x3

3 )
              = ln (1+x)−x+ x2

2
− x3

3

       g '(x)    = 
1

1+x
−1+x−x2

    = 
1−1×(1+x)+x×(1+x)−x2×(1+x)

1+x

    = 
−x3

1+x
          

x 0 + ∞  

−x3 –

x+1 +

g ' (x ) –

Donc g  est décroissante sur [0 ; +∞[ 

           g (0)=ln(1+0)−(0− 02

2
+03

3 ) = 0.

g  est décroissante sur [0 ; +∞[  et g (0)=0  donc g ( x)≤ 0

donc g ( x)= ln(1+x )–( x− x2

2
+ x3

3 )  ≤ 0 

on a alors ln (1+x )  ≤ x− x2

2
+

x3

3 .

 b/ On nomme p  la fonction p ( x)=ln(1+x )−x+ x 2

2

        p '(x)  = 
1

1+x
−1+ x

 = 
1+( x−1)(1+x )

1+ x

 = 
x2

1+x                                        x² ≥ 0

x 0 + ∞ 
1+ x +
p ' ( x) +

Donc p  est croissante sur [0 ; +∞[ 

           p (0 )= ln (1+0)−(0−02

2 )  = 0

p  est croissante sur [0 ; +∞[  et p (0 )=0  donc p ( x)⩾0  sur [0 ; +∞[

donc   ln (1+x)–(x− x2

2 )   ≥ 0

on a alors ln (1+x )  ≥  x− x2

2



c/     x− x2

2  ≤ ln (1+x )  ≤ x− x2

2
+ x3

3

        
−x2

2  ≤ ln (1+x )−x  ≤ 
−x2

2
+ x3

3

      

−x2

2
x2  ≤ 

ln (1+x)−x
x 2  ≤ 

−x2+x 3

x 2  car  x ≠ 0

      
−x2

2 x2  ≤ 
ln (1+x)−x

x 2  ≤ 
−x2

2 x 2 +
x3

3 x 2

      
−1
2  ≤ 

ln (1+x)−x
x 2  ≤ 

−1
2

+ x
3

En appliquant le théorème des gendarmes, on a

 lim
x →0

ln (1+x )−x
x2  = lim

x →0

ln (1+ x)
x

−1

x  = lim
x →0

f ( x )− f (0)
x−0  = f '(0)  donc  f '(0) = - 

1
2 .

3) a/    h ' (x)=1×(1+ x)−x×1
(1+ x)2 – 1

1+ x

      = 
1+x− x
(1+x )2

− 1+x
(1+ x)2  

      = 
1−1− x
(1+x )2

      = 
−x

(1+x )2

(1+x )2>0  donc on prend le signe de - x

Si x ≥ 0 , h ' (x )  est négatif.
Si x ≤ 0 , h ' (x ) est positif.
Donc h est décroissante sur [0 ; +∞[ et croissante sur ]-∞ ; 0]

h (0)=
0

1+0
−ln(1+0)=0  et vu que h est décroissante sur [0 ; +∞[ , h est négative sur [0 ; +∞[.

 b/ f ' (x )=

x
1+x

– ln (1+ x)

x 2  = 
h( x)

x2  avec x ∈ ]0 ; +∞[.

 c/ f  est du signe de h sur ]0 ; +∞[.

lim
x →+∞

f (x )  = lim
x →+∞

ln (1+x )
x

 = lim
x →+∞

ln (1+ x)
1+ x

x
1+ x

 = 0  car  lim
x →+∞

ln (1+x )
1+x = 0 et lim

x →+∞

x
1+x  = 1

Donc lim
x →+∞

f ( x)=0

x 0 + ∞ 
h (x ) –
f ' (x) –

f (x )
1

0



d/ T : y= f ' (a)×(x−a )+ f (a )
         y= f ' (0)×( x−0)+ f (0)

          y=−1
2

×x+1

          y=−x
2

+1

lim
x →+∞

f ( x)=0  donc la courbe c admet une asymptote horizontale d'équation y = 0 (axe des abscisses) au 

voisinage de +∞.
                                       En bleu la courbe c et en rouge la tangente T


